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CLASA A XI-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Fie A, B, C trei matrice de ordin 3, care au elemente numere reale si
care indeplinesc conditiile: det(A + iB) = det(C + iA) si det(A) = det(B) = det(C).
Aratati ca det(A + B) = det(C + A).

Solutie. Fie functia f : R — R, f(z) = det(A + zB) — det(C + zA) (1 punct).
Aceasta functie este polinomiala gi are grad < 3 (1 punct). Din ipoteza, coeficientul
lui 22 este det(B) — det(A4) = 0, f(0) = det(A) — det(C) = 0 si f(i) = det(A +iB) —
det(C 4+ iA) = 0 (3 puncte). Rezulta ci functia este de forma f(z) = az? + bz, cu
—a+bi=0,a,be R, decia=b=0, f(r) =0,Vx € Rsi det(A+ B) —det(C + A) =
f(1) =0 (2 puncte).

Problema 2. Fie n € N* i o matrice A € M,,(C), A = (apq)1<p,g<n, Cu propri-
etatea: a;; + ajp +ap; = 0,Vi, 5,k € {1,2,...,n}. Aratati ca rang(A4) < 2.

Solutie. Aratam ca, daca n > 3, atunci orice minor de ordin 3 este nul (1 punct).
Luand i = j = k rezulta a; = 0,Vi (1 punct), iar Kk = i = a;; +aj; = 0,4,
(1 punct). Sa consideram un minor oarecare D de ordin 3, facut cu elemente de pe
liniile ¢, 7,k si coloanele p,q,r. In D, scazand prima linie din a doua obtinem linia
L= (ajp — Qip, Qjq — Ajg, Qjr — ai,«). Avem Qjs — Ajs = Ajs +ag; = —Qjj pentru s=Dp,q,r,
deci linia L are elementele egale. Analog, linia obtinuta prin sciderea primei linii din
linia a treia are elemente egale. De aici, D = 0 (4 puncte).

Problema 3. Fie (x,),>1 un sir definit de 1 = 2, 2541 = /T + %, Vn > 1.

Aratati ca lim x,, =1 gi calculati lim (z,)".
n—oo n—oo

Solutie. Avem, inductiv, 1 < z,, < 2,Vn € N* (1 punct) si z, > z,41,Vn € N* (1
punct), deci sirul (z,), are o limitd L > 1 care verifici relatia L = v/L, deci L =1 (1
punct).

Pentru a doua limita, scriem z) = u’", cu u, = (1 + =, — 1)ﬁ — e (1 punct),
iar pentru limita sirului v,, = n(z, — 1) observam inductiv ca z, > 1 + %,Vn > 5 g
Ty <1+ ﬁ,Vn > 5, deci, din teorema clegtelui, v,, — 1 (3 puncte).

Problema 4. a) Aratati ca functia F': R — R, F(z) = 2[z] — cos(3w{x}) are pro-
prietatile: functia F' este continud pe R si, pentru orice y € R, ecuatia F(z) = y are
exact trei solutjii.

b) Fie £ > 0 un numar intreg par. Aratati cd nu exista nicio functie f : R — R cu
proprietatile: functia f este continud pe R si, pentru orice y € Imf, ecuatia f(z) =y
are exact k solutii.



Solutie. a) Deoarece functia [-] este continua pe R\ Z, F este produs, compunere si
diferenta de functii continue, deci este continua pe R\ Z (1 punct). In punctele a € Z,
lim F(z) = 2a — cos0 = 2a — 1, lim F(z) = 2(a — 1) — cos3m = 2a — 1, F(a) = 2a — 1,
z\a z/'a

deci F este continui (1 punct). In plus, dacii y ¢ 2Z + 1 ecuatia f(x) = y are trei
solutii, situate in intervalul ([%1} , [y—;rl} + 1), iar daca y € 2Z + 1 ecuatia f(x) =y

are solutiile yTH, 32’6# si ?’yc%l

functiei F') (1 punct).

b) Sa presupunem ca exista o astfel de functie. Fie A € Imf g1 21 < 22 < ... < 9
solutiile ecuatiei f(z) = A. Atunci, pe fiecare din intervalele Iy = (—o0,x1),[; =
(x1,x2), ..., lop = (wok, 00) diferenta d(z) = f(z) — A are semn constant (2 puncte).

Daca d(z) are semnul , 4" pe Iy si pe I, atunci f este marginta inferior pe fiecare
din intervalele Iy, I1, ..., Is;, deci pe R. In plus, marginea inferioarda m = inf f este
atinsa in [xg, xox]. Fie t1 < t2 < ... < tg punctele in care se atinge marginea inferioara.
In acest caz, alegand vecinatati disjuncte Vi, Vo, ..., Vo, ale punctelor t1,to,..., 19 si
y > m, suficient de apropiat de m, gasim in fiecare V; cate doua solutii ale ecuatiei
f(x) = y. Rezulta astfel cel putin 4k solutii ale ecuatiei f(x) =y — contradictie. Cazul
cand d(z) are semnul , —” pe Iy §i pe I se trateaza analog (1 punct).

Daca d(x) are semne opuse pe Iy si Iok, pe cel putin k dintre cele 2k — 1 intervale
I, ..., I, functia d(x) are acelasi semn, de exemplu , +”. In acest caz, pentru y > A,
suficient de apropiat de A\, ecuatia f(x) = y are cel putin 2k solutii pe [zg,z2x] i 0O
solutie pe Iy sau Iy, — contradictie (1 punct).

(numarul solutiilor se poate deduce si urmarind graficul



